
Математические заметки 
том 3 1 выпуск \ J март Т У ч Л ь 

РАВНОМЕРНЫЕ ОЦЕНКИ КОВЫПУКЛОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ 
ФУНКЦИЙ МНОГОЧЛЕНАМИ 

К. А. Копотун 

1. В работе рассматривается вопрос ковьшуклой аппроксимации 
многочленами функций с ухудшающейся гладкостью на концах от­
резка. Обозначим W — класс непрерывных на [ —1, 1] функций /, 
имеющих на ( —1, 1) локально абсолютно непрерывную (г—1)-ю 
производную и таких, что 

|ГЧ*)(1-*Т*1<1 (0-D 
почти при всех хе ( — 1, 1]. 

Для г > 3 доказывается следующая 
ТЕОРЕМА L Пусть reN, г^4, / : = 1 - 1 , 1). #е„ж функция / -

^j(x) выпукла на / f/ /ei*r% го для каждого натурального м>г—1 
найдется выпуклый на I алгебраический многочлен Р„~Р,.(ж) сте­
пени ^п такой, что 

|/(х) -А>„ (х) | <Сп'\ C=C(r) -const, are/. (0,2) 
Соответствующая теорема для аппроксимации без ограничений 

была доказана Z. Ditzian и V. Totik [I, с. 40—41} 79—83] (см. так-
же В. К. Дзядык [2, гл. IX]). Для комонотонной аппроксимации 
аналогичная теорема для г=1, 2 следует из работы D. Leviatan [3], 
а для г>3 — доказана Г. А. Дзюбенко* В. В. Листопадом, И. А. Шев­
чуком [4] с использованием метода из [5], модификация которого 
применена и в настоящей работе. Для г=1, 2 теорема 1 также сле­
дует из работы D. Leviatan [3]. Из теоремы 2 вытекает, что теоре­
ма 1 в отличие от соответствующих теорем для аппроксимации без 
ограничений и комонотонной аппроксимации, верна не для всех / 
А именно, она не верна для г=4. 

ТЕОРЕМА 2. VflsN VCeR. 3 /^ i* \ f" (х)>0. д?е/: VP,„ 
/ V ( * ) > 0 , * e / 3ar0e/: \f(x0)-P,K(xo)\>C. 

Воспользуемся обозначениями из [5]: 
L(x, g. [a, b)) —многочлен Лагранжа степени <r—3, интерполи­

рующий функцию g в точках a+i(b—а)/(г— 3), г=0, г—3. г>3; 

A . ^ J ^ w - H V I - ^ i i " " , y e / ; Д: = ДЛаг). j r e / ; 
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х,;—cos (jn/n) *./=0. n; 
!С};=сов(1я/п~л/2п). ; = 1, n; 
x":=cos(jn/n—n/4n). j<n/2: 
x?: =cos (jn/n—Зя/Ап). / > я/2: 
/,•:=[#;, x,-,], hr.—Xi-t—Xj, / = 1 . я: 

tj^ — ix—Xj0)'1 c o$" 2// arccos £+(£HE;)~" sin- 2/? arccos •#• 

•— алгебраический многочлен степени C4// - 2 ; 

fЛ*) : =5Л (у-^-)(^-.-1/)^ГЧ|у)с1// 

— многочлены степени <6r(2w —1 )~Н и < 2 ( З г + 1 ) (2п + 1) соответ­
ственно; 

J,,tt(t) = (sut.nt/2/z\u 1;'2):Яг { $\ (sin я/ 2/sin/ 2 P ciO""' 

ядро типа Джексона. 

(28г-1)! дхг*' J*rr,o**-* • 

-многочленное ядро типа Дзядыка, в котором a=arccos у: х, y^t-
(\ Ci — положительные числа, зависящие только от г. 

Без специальных оговорок будут использованы неравенства. 

2(\х-у\+^>\х-у\ + ЬгЛу)>(\*-у\+Ь)ГЬ 
/?>:£|<3AV: Д<й ,<5Д при же/ , , 
В следующем пункте в предложении 2 и леммах 3 - 7 считаем 

г > 5 . 
2, Вспомогательные предложения и определения. Аналогично до 

казательству леммы б из [6, с. 17—19], несложно проверить сира 
ведливость оценок 

I-X}- ,< \' , Г,(x)dx< I - г , ; 

\-x}-t< \l
 tTJ(x)i\x<\-x). / = К п. 

Отсюда следует, что существуют числа а ~ а ( / ) ^ ( 0 . 1), ^ p ( / ) s 

s ( 0 , 1) такие, что для многочленов 

М х ) : = $ д
 1(яТ1(у) + (\-ъ)Т,.Лу))<\у. 
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имеют место равенства 
в,-(1)—ai(l) —1-JF, (1.1) 

(подобное рассуждение применено е доказательстве теоремы из 
(71). 

Для краткости обозначим ^:=АД|#—ж,-|+й,-)~\ Положим 
X;(#):=0, если x<xh и %j(x): = \. если а?>^-: (#~#Л +:===$-i Xi(Od£. 

П р е д л о ж е н и е 1. Справедливы оценки: 

0<-б/ / (л : )<С.йг 1 т / г , xml^t^u ' (1.2) 
I d / ' O O I ^ C i W , Л е / , (1.3) 
| (* -Х;) + -М*)1<С|Л*Г 2 , x s / , (1.4) 
СД~Ч/ ' '<0/ ' (*)<С,Л/-'тЛ * е / , (1.5) 
I ( * - * * ) . - о Д ^ ^ С ^ т 8 / " 2

 ? х е / . (KB) 

Предложение I доказывается аналогично лемме 6 из [6] с учетом 
равенств {\Л) и неравенства hj+iT.}Jt<y2f'^ht т,*г, х е / , 

ЛЕММА 1, Пусть множество Е состоит из каких-нибудь отрез­
ков ''1ц* Многочлен 

дЛ^Е)^пгг%г^п.:; (о>, (х)~б>1 (х)) 

степени <2(Зг+1) (2п+1), н котором {«}: ̂  {/(/, е£,/, 4 ,€=£}, 
удовлетворяет неравенствам 

• \Q,.(.«. ^ Ж С ^ " ' , ,ге/, 
<?„" (я, £)^-C 4A-

2w% xej?„ 

$/'(*% fi)>CsA-
2w-r(A/(dist(tf, Е)+Д))'"-% «е/\£. 

.<̂ е /Ь=£\{/;.|/,-.±1е£}. 
Д о к а з а т е л ь с т в о , Из неравенств (1,4) и (KB) следует 

оценка 

\QA*.E)\^rr'Zt2Ctr?y\ 

откуда 

\QAx,E)\^2Cln-Z;^ т«"~Ч 

• ^ С , ^ 2 , 2 г 5 9 г Д 3 г " м ^ #«=/. 

Из неравенств (1.2), (1.3) и (1.5) —оценка 

Q/'{x.E)^-n ^^"Wh-^^n^ 
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где индекс у* выбран так; чтобы х^1;, т. е. Q«" (х. Е)^—СкА~"*п~\ 
х^Е. Наконец, из (1.2) и (1.5) вытекает, что 

Q*"(x4E)>C%n- £ h7*T*>C2rrrh;\* > 

>С:А~2п~г (Л/(dist(s, E) + Д)) , 2 ' - \ s e / \ £ , 

где у* выбран так, что / ; — ближайший к «г отрезок из Е, т. е 
dist(#, £)=dist(#, / / ) . Лемма доказана. 

ЛЕММА 2. Пусть ()<#" (#)<>?"'Д~2, х е / , тогда многочлен 

степени <6г(2я~~ 1) +2 выпуклый на L и при этом 

\g{z)-Rn{x, g)\<C.n-\ хЫ. (1.7) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку функция g — выпукла, то 
[я^и, #j, arj-i; g']>0, поэтому с учетом (1.5) многочлен Дп(ж, ^) 
выпуклый. Докажем неравенство (1.7). По формуле Лагранжа 

\[xs+uxi4x^;g]\ = у | * " ( в ) | < 1 Ш ' Л г Л 

| [хи я, Xi-{; g] | < 13г/-гАг2. ^ А -

Откуда, используя (1.6), для x^(xir JT,-,] получаем 

+ £ "Г,1 [*;+„ л* л:,-,; g) fe,rxj+1) ( (*-*; ) + -оДх)) | ^ 

Лемма доказана 
Для функции #=#(£). имеющей на ( - 1 . 1) вторую производ­

ную, обозначим 
й> (*,?) = =g(-l)+er /(-i)(a:H-l)-bJ*_ lS t_ |L(y,g' / /,/)dyd«, 
£ (* ,#) : -g(x)+g'(o:)(f/-x)+^ r!;:cL(/,g /M.r,x+A3)dUb. 

П р е д л о ж е н и е 2. /?с/ш g e ^ r . го справедливы неравенства 
i)\g(x)-S(x,g)\<C1,xet; 
2) |*(»)-L(*, j / ) |<C 8«- ' (k-J / |+A) 2 rA- 2 ' . [*, *+А]<=/, y e / . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Пусть t/,: = - 1+2i/(r—3)', «=0. г - 3 . 
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Тогда 

х s :,s:, I iv-y*)- .ЛУ-УГ-) I s; j ;• -. ..\;-(i+ 
+ (</o+ <0,-0.)*.+ • • • + (y-»r-.)*r-,))" s d f ,_* . . . ctt, d</ df -t 

+ $ : , $ : , i ( » - » . ) . . . i s ; • • .>. ' ' -•(i-

' - ( » . + . . . +'(tf-tf,-,)/f-s) )-'•'* d* , - : . . .d t= : / , + / , . 
Докажем ограниченность, например, первого интеграла. Положим 

g,(i) = (l+t)rn~t, если г-нечетное, и gr(t) = (i+t)*z~4n(i+t), если 
г— четное, тогда g[r~2) (t)=C,(\+t)-r;t. Имеем 

• •. $;г-'я'"~г' ((/,,+... + (,(/-,v..,)',-.)d/,...3... dt = 

=C<-:V, >'s Ы.</)-М!А£../)М.Н/^\,, 

так как оценка |(?r(f/) —Ь(ц. g,. /)|<€'»*. V е / следует из [2. с 159— 
161]. 

2) Зафиксируем тег/, обозначим //,•:—.*•+&//(г- Л). г'=0, г- Я, 
Тогда 

| g ( 0 ) - M * . y ) | ^ 
<S; $;!('-».)•..('-»;-,) и ; <;•-.. 

. . . S i ' - ( i - ( y . + (ffi-y»)«.+ •-.-*• 1 ' - ; / , ,)<,^)г» '•'-н/,..4... 

. . .d<dz= : G(y). 
Рассмотрим три случаи. 
а) — 1+лг г<х, х + Д ^ 1 - « ". - l + w"-<{/< 1—я \ тогда 2 )1 - г 2 > 

> л Д. 1 6 У 1 - ( / 2 > П Д 2 / (| * - у | + . \ ) . 

b) Пусть хг/>0. Рассмотрим случай х е [ » 1,0), */еЕ[-1,0) 
(х& [0? 1 ] доказывается аналогично). Обозначим r*=min{,r, у), 
«/*=тах{а\ у). С учетом а) рассмотрим только случай иг*<-1-+-/*"" \ 
Аналогично 1) имеем следующую оценку: 

G(y)^C^J:Jgf(t)-L(t,grA^x+^)i\tdz. 
v > / 1+/ \ 

где f r ( / ) ^ ( I W)F "~", если г - нечетное, и £, (О = ( I ."НУ ' Ч.п\ — — ). 
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если /--четное, Заметим., что \gr(t)\^ (i+у*)''2"*, Ш\--1, у*}. 
Тогда 

/ |л;--н|-ЬД \ '~ч / U-t f l+Д \ Ъ: 

^ C ( | x - y | 4 - A ) - ( J _ A L _ ) ^ C . i i - ' \ I - ^ L — ) . 
с) Для остальных случаев С^/?~г(|.г — */|+Д)2гД 2г. а оценка 

0(у)^С доказывается аналогично 1). Предложение доказано. 
ЛЕММА 3. Пусть задана функция ф э т ^ и множество F c / . Если 

Ф" (х) =0 #/ш #ef\ то многочлен 

В*(х,Ф): =^_1(Ф(у)-&(у,Ф))£>Лу,х)(\у+&(х,Ф) 
степени ^14г(л—1) приближает функцию Ф и производные так, что 

(1 К) 
A+dist^/XF) ' * 1 " 

* е / , / I = 0 V 1 V 2 . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим £(#):=Ф(#) —3?(х, Ф). Из 

предложения 2 следует, что |^(х) |^С7 , «ге/. Для удобства считаем; 
что .г+Де=Д х — фиксировано. Так же, как и в лемме 3 из [6], све­
дем доказательство неравенства (1.8) к оценке интеграла 

/ = ljL{oc,y)-g{y))~^S)n(y,x)uy. 

Теперь, используя предложение 2 и утверждение I из [5], полу­
чаем 

^С%С1гп-'У^А"г~г-р{\х-у\+А)^>^Ау^Сигг'А~'\ 
т. е. неравенство (1.8) в случае x^F доказано. 

В случае far, x+A)<=F многочлен L(x,y) совпадает с g(y) при 
y^F. Поэтому если x^F, то, для удобства считая \хч х-т-А) crF, 
имеем 

n-rAl»-t-p 

' 8 1 2 Jdist(x.J\F) V • ' И , Jdistcx./xF)' (А + dist)15""2 

Лемма доказана. 
ЛЕММА 4. Пусть задана функция g^W и множество <Щ,. состоя­

щее из 2г—5 соседних отрезков / ь т. е. 

Если w/ш каждом г=0, 2г—6 найдется точка ж(е/,+1. « которой 
\g"(2,)\<n-rbn-*(2,), то \g"(x)\<Ci!tn-rA-i и при всех ж е % . 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть / (хч #", хгр) многочлен Лагранжа 
степени <г—3, интерполирующий g" в точках х2Р, /?=0, г—3. Произ­
водную g" представим в виде 

* " ( * Ы * " ( * ) ~ М * , *" , % ) l - ' ( ^ jr"-~A, x8p)+l(ar, <?", 3f»P). 
Оценим последнее слагаемое 

С 32г ^ 1" #ГГ Д^ (*ар) < Смп*Д-*. 

Необходимая оценка второго слагаемого l(x, g"™~L, хгр) следует и? 
доказанного выше и оценки \gf{x)—L{x,g\6y2)\<Cibn~Tli'~2, выте<-
кающей из доказательства предложения 2. Лемма доказана. 

Пусть функция f=f(x) выпукла на / и / е й " . 
О п р е д е л е н и е 1. Отрезок /, назовем отрезком I типа, если 

при всех -xe/j /'' (x)<C\^(Ci~tC\)n"rci"''i; отрезком*II типа, если он 
не является отрезком I типа и при всех x^ff / ' ' ( # ) ^ ( C 4 + C 5 ) •я""гА~\ 
Остальные отрезки /» назовем отрезками III типа. Объединение всех 
отрезков первого типа обозначим /?,, второго — Е2 и третьего — Е-А. 

ЛЕММА 5. Соседних отрезков третьего типа не может быть боль 
ш-в, чем (2г—6), т. е, каждое из множеств °У)% /==0, л—2г4-6, содер­
жит по крайней мере один отрезок /, не третьего типа. 

Лемма 5 следует из леммы 4. 
Представим множество Е^Е$и{/^Е2\ //±1шЕ.) в виде конечною 

объединения непересекающихся отрезков. Обозначим Gt множество, 
состоящее из всех тех отрезков, которые содержат не менее (4г—8) 
отрезков /,. 

Итак, Gi^lx-;» x^]li[x:h, x--i\Vi ; (X i / v </v+i^^- Обозначим j\>: — 
: = = / v + ( l + ( - l ) v ) / 2 . Если i i ; J - ! , то положим 5\.(i-):=-1, если же 
I # j v | ^ 1 , TO ПОЛОЖИМ 

• .Vv И : = С v (У — ? / / * («fv — </)' % 

- (У*^(у — x > / " * ( x i v —y) ,-2dy)~1. 

О п р е д е л е н и е 2. Положим ^(.г):=^0 при хШСх: gi(x):~ 
:^ff (x)Sv(x) при х^[х ,^xlx]: g*(x):=f" (х) в остальных слу­
чаях: £*(#) := /" (#) -#»(*)• Обозначим 

/, (*): - / ( - 1) + / ' ( - 1 ) (*+ 1) 4 У t У , g. (y)<\y M: 
h(*)- = l-**Wg2{v)dydt. 
Очевидно, f(x) =/< (x]+f2(x). 
ЛЕММА 6. Функции gt и g2 неотрицательны, и справедливы не­

равенства 
\gi(x)\<Cun-rb~\ *€=/; 

\gy~2>(x)(i-x*V*\^CiU xssl. (1.9) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Неотрицательность функций g% и g2 оче­
видна. Первое из неравенств (1.9) следует из оценки | S v ( ^ ) i < 1 и 
неравенства \f'(x) \^Cn~rA~\ x^Gb которое доказывается анало­
гично лемме 4 с учетом леммы 5. 

Теперь докажем неравенство 

\gr'i)(x){i-xzy^l<Ci.. I E / . (1.10) 

Зафиксируем точку x^L Если gx(x)={) или gi ( # ) = / " ( # ) * то неравен 
ство (1.10) очевидно. Таким образом, достаточно доказать его для 
? е= [х- , x.j v ] , | xJv | ^ 1 . И з того , что о т р е з о к [х~}х, Xj v] не содер­
жит ± 1 , вытекает неравенство \fir) (x)\^2rn~rA~~r. Отсюда, учитывая 
оценку \f" (x)\^Cn~rA~2. xe=G,, с помощью неравенств типа Колмо­
горова получаем |/ ( j+2) (x) | ̂ Ci9n~rA~u+2\ / = 0 , г—2. Используя нера­
венство |^ (Л)(д:)|<С2оД"Л. Л=0, г—2, имеем 

i гГ> <*) i = Y Z (г 72)fU+r) {х) sr*~J) (х) I < 
< с ^ & ' ы ' Y . Z { 72)<с'*(*-*тру*• 

Второе из неравенств (1.9) следует из (0.1) и (1.10) с C,7=Ci8-H. 
Лемма доказана. _ _ 

Обозначим G2: = {x\dist(x, Я 2 )^3 4 г Д}, где E2: = {tj\ /е=Е2, / , е 'С ,} . 
Из леммы 5 и определения 2 вытекает, что g 2 ( # ) = 0 при x^f\G2. 

Заметим, что при п^п имеет место неравенство 

Afll(^) (dist(^, G 2 )+A n i (x)) - 1 ^C 2 1 A(dis t (^ . Е2)+А)-\ 

Из лемм 3, 6 и определений 1 и 2 вытекает 
ЛЕММА 7. При каждом натуральном пЛ>п многочлен Dnt(x,f2} 

степени <i4rni имеет свойства 

\М*)-ОпА*,и)\<с2гп-'. x^t: 
( А \ 12г~2 

| ч х^/\Ег.' 
dist(x, Eof + A' 

DJ' (xJz)<(Ci+C*)n-rA-r-Ct*nrrbbr4x), -х&Ег, 
trie С22—СцСц, С23—Сii^-17^ 2i 

3. Доказательство теоремы 1 для случая г^>5. Пусть n ^ N , w, > / ^ 
Обозначим />„, (а:) :=<?„(#, # 2 )+/)„,(.£,/2)-+-/?„(дг,/«) многочлен степени 
<14rttj. Из лемм 1, 2, 6, 7 вытекают оценки 

| / ( * ) -P ,„ ( * ) | < (C„+CeC le+C,)ir'=C24w-', .re/, 
Л ^ Ч г ) ^ О г ' А - 2 - С 2 5 Д / , - 2 ( ^ ) ^ ~ г . * е Е 2 , 

/V(*)^(3- ̂ <>б>- <д- ' -<WA;. 2 (*» ( v тгЛггтт;) 
xdist(.2\ Е2)-*-А' 

х<в/\Е2. 
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Осталось выбрать п{ таким, чтобы выполнялось неравенство 

С5п-*А^>350г2С23пгГ^Г(х). 

Для этого достаточно взять пх= [[ЗьигС2&С*гг\и{г~*)+'\]п. 
Итак, для п>[(351гаС2зСг*)1/ (г~4, + 1]г==С24 теорема доказана. Слу 

чай г— 1^тг<С24 следует из случая л=г—1, для доказательства кото-
2С9* 

рого достаточно положить Р„ (х) • — S? (а;, /) + —-—аг\ 

А. Вспомогательные утверждения и доказательство теоремы 1 для 
г—3, Особенность случая г—3 заключается в том, что вторая произ­
водная функции f^W4 / " , вообще говоря, может не существовать на 
концах отрезка / . С учетом этого обстоятельства несложно доказать 
следующие аналоги предложения 2 и лемм 2 — 7 из п. 2 при г = 3 . 

ЛЕММА 2\ Пусть getf'3; g" (x)>0, are/ ; g" (х)^гг*дгг. Л Е / \ 
\ ( / I U / „ ) . Тогда многочлен Rn{x,g) выпуклый на / , м гс/ш эпш 
1г(*)-ял^£)1<Свл-\ 

Обозначим 
^ . « Г ) : = г ( - 1 ) + ^ ( - 1 ) ( ^ + 1 ) + г " ( 0 ) ( « + 1 ) 2 / 2 , 
Г (я, | / ) : =g(x) +g' (х) (у-х) +g" (ог+Д/2) ( y - s ) 8 / 2 . 

Заметим, что для g^W3 предложение 2 выполняется, если функции 
3?(x,g) nL(x,y) заменить на SB (х, g) nC(xfy). 

ЛЕММА 3 *. Пусть,задана функция Ф^\лг3 и множество Fczf. Если 
ф " (х) = 0 при j e f , то многочлен 

£„(*, ©)=$ '_ , ( Ф ( | / ) - г ( у , Ф ) ) 2 ) я ( ! / д ) ( 1 | / + г ( 2 , Ф ) 
приближает функцию Ф и ее производную так. что 

|Ф(я)-/?„(*, Ф ) | < С и л - \ l e / , 

1 Ф" (*)-/?„"(*, Ф) I < Спя-'Д"1 ( - 1 Г 7 7 - 4 Г Й ^ Г Г ) " • 
х dist(x, / \ F ) + / \ / 

xezJMtMn), 

ЛЕММА 4*. Пусть заданы функция g*=W* и отрезок /?'(/,П(/,1) 
и / Г } ) = 0 ) . /?с>/ш найдется такая точка x^Ih в которой \g" (х)\^ 
<л~3Лп"2(Ж)1 го | g" (^ ) | ^Ci 3 t t - 3 A - 2 w n/ш всея are/,.. 

Определение 1 и 2 оставим без изменений с заменой d на d. 
ЛЕММА 5 !. Отрезками третьего типа могут быть только / , и /„. 
ЛЕММА 6 s , Функции gi и g2 неотрицательны, и справедливы 

оценки 

\gi(x)\<€i(irr>A~\ x=t\(tx\)tn)-,' 

^г(х)(1-хг)ш\<С1и are/ . 
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ЛЕММА 7 \ При каждом /?,>гс многочлен /),м(.г, /«) имеет свой­
ства 

v dist(x, Z?2)-hA ' 

Dr,y(x.f2)>-C2bnu х е Д и / , 

Аналогично и. 3 несложно показать, что существует такое пх (на­
пример, ^1==[10225С2зС5~1]^), что многочлен /*„,(#) :=(>,.(#, Е2)+-
~К0,И (х. /2) +/?„ (#, /,) имеет свойства 

\f{x)-Pnx(x)\^C2kn-\ XE/; 

Р .п / ' ( ж )^0 . ^ i \ ( / , U / ( , ) ; 

P„ / , (« )> - (C f *+C a b )« l , л е ^ и Л , . 

ЛЕММА 8. Для алгебраического многочлена степени <5п 
С* Cv ( п 1 V0 

(?п (я;) • = J J Дйн» — arccos £/sin •— arccos *• ) w~10 d£ dz/ 

имеют место неравенства 

Q,t" (х)>0, x^l; (XQri(x)<2-iO!tn-\ x e / ; 

v л ' 

Окончательно получаем, что многочлен 

Рп , (* ) : =Рп %(х) + (С4+С„) 210[ Ю ^ ^ з С г Ч ^ ^ п И + С Л Л ^ ) ) 

является выпуклым на / , для него имеет место неравенство (0.2). 
Итак, для г = 3 и п>Си теорема 1 доказана. Для остальных п до­

казательство вытекает из случая /г=2, в котором достаточно поло­
жить Рг (х): =.£? (х, / ) . 

5* Доказательство теоремы 2. Предположим от противного, что 
теорема 2 неверна. Тогда 

3 n e N ЗСо^К, С 0 > 1 : V'/etf'4. / " > 0 Э Р « , Л . " > 0 ; 
| / ( ж ) - Л ( х ) | < С 0 . х е / . 

Хорошо известно, что неравенство | £ '^0 afx
l | ̂  1, ; г е / . влечет 

оценку 
\а{\<Ми Mt=M(n) -cons t , i=07w. (5.1) 



Пусть функция U такова, что ее производная /V (х)——Ьх + Ъ~ 
- to b—Ы (1 —х), где 6 = 2 ехр 8юЛ/fCV Очевидно, что /»/4eiV* м 
/ л " (ж)>0 , л е / . Пусть многочлен P,=Pf(x) такой, что Рп"(#) ;— 

^£5 ;~o a ; X*- Тогда 

~ ~ - , r - I ) (tf, + /0 + \ 1 — + х+ 1 ) (а,,- /И )ц 6) + 

•f ДГ,д:+Д/» -f J _ J ; In (-1—s)ds d</ J < Cft, j ; e / ( 

Теперь из ' (5.1) и неравенства | . d \ - i In (1 —z)(tedj/| < 7 , . ' £ / , имеем 

|в,|<8АГ,Св, г = 2 . п - 2 : 
Id.+ft^eAftC,,; |<1о-6+1пЛ|<8Д/,С„. 

Откуда 

/ \ " ( 1 )== I ;в0
г л, < ( Л - I )iWfC«-8 - In 6<0 . 

Получили противоречие, что доказывает истинность теоремы 2. 
Способ доказательства теоремы 2 позволяет обобщить ее для 

классов Л". </>2. функций /«=С(/) таких, что Л/Л/. ^) >(). i e / , где. 
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V ( / . ,x) ~ qn разность функции / с шагом h (отметим, что А1 — мно­
жество неубывающих на / функций; А2 - множество выпуклых на / 
функций). Для этого достаточно рассмотреть функцию /6, q-я про-
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изводная которой имеет вид 

fb
lv(x) = -bx+b-\n 6 - ! n ( l - x ) . . r e / . 

и выполняются неравенства r—q^2 и r/2>r—q4 т. е. аналог теоремы 1 
д л я А*7, #^*2, не выполняется при r=g-f-2, 2q (см. рисунок) . Области I 
и II пока еще не исследованы. 

Автор выражает признательность И. А. Шевчуку за постановку 
темы и полезные обсуждения. 
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